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RESUMEN

Las iméagenes digitales (o imagenes discretas) provienen del mundo circundante, un mundo
continuo. Es asi como actualmente se suele representar una gran variedad de fendmenos por
medio de fotografias digitales o secuencias de imagenes digitales. Estas se obtienen a partir
de imagenes analogas mediante muestreo y cuantificacion, procesos que dependen de los
dispositivos de captura de imagen de las cAmaras digitales. El area del procesamiento de
sefiales e imagenes se ha venido desarrollando a través del estudio tedrico de las diferentes
transformaciones, que se manifiesta en la creacidn de algoritmos que proyectan soluciones
a problemas de la vida real, soportados por avanzados elementos de software y de
hardware. Este articulo presenta algunas de las transformaciones mas usadas sobre
imagenes digitales tanto a nivel de pixeles, como de sus valores de intensidad.
Transformaciones lineales y no lineales se implementan a través de una herramienta de
software como Matlab. Igualmente se establecen aspectos tedricos del algebra lineal:
transformaciones lineales y transformaciones afines. Finalmente se estudian aspectos
numéricos de interpolacion sobre imagenes.

Palabras clave: transformacion lineal, transformacion afin, interpolacion, matriz e imagen
digital.

1. INTRODUCCION

En el procesamiento de sefiales e imagenes se utilizan algunas técnicas sustentadas en el
conocimiento de los operadores lineales y no lineales. El avance de las tecnologias de
comunicacion e informacién permiten hoy en dia la aplicacion de imagenes (matrices) y
transformaciones del algebra lineal a diversas areas de las ciencias puras y aplicadas asi
como de la ingenieria.

Los conceptos de espacio vectorial y algebra lineal resultan ser muy naturales en el
procesamiento de sefiales. Y mas aun en el procesamiento de imagenes digitales, ya que una
imagen digital es una matriz. Las operaciones matriciales juegan un papel importante en el
procesamiento de iméagenes digitales. Una nocién fundamental en el desarrollo de este
estudio tiene que ver con que una imagen puede visualizarse de diferentes formas, y la
manipulacion de su representacion es una de las mas poderosas herramientas disponibles.
Las manipulaciones Utiles pueden ser lineales (ejemplo, las transformaciones) o no lineales
(ejemplo, la cuantificacion).



Transformaciones de diverso tipo son aplicadas a las imagenes con diferentes propdsitos,
produciendo asi el desarrollo de nuevos y revolucionarios algoritmos a través de la
matematica, que son soportados por poderosas aplicaciones de software, unificando las
distintas areas de las ciencias puras y aplicadas. Es importante resaltar, que lo significativo
es el germen o la ciencia que hay detras de los métodos y no los algoritmos en si.

En la seccion 2 se describen los conceptos basicos de la transformacion afin 2D en
coordenadas homogéneas, la forma matricial, y coordenadas espaciales. En la seccion 3 se
presenta las transformaciones espaciales. En la seccion 4 se exhiben los métodos mas
comunes de interpolacién y ejemplos. Y finalmente en la seccién 5 se presentan algunas
conclusiones, ademas de la bibliografia en la seccion 6 .

2. TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Las transformaciones Geométricas modifican la relacion espacial entre pixeles. En
términos del procesamiento de imégenes digitales una transformacion geométrica consiste
de dos operaciones basicas:

1. Unatransformacion espacial que define la reubicacién de los pixeles en el plano
imagen.

2. Interpolacion de los niveles de grises, los cuales tienen que ver con la asignacion de

los valores de intensidad de los pixeles en la imagen transformada.

En términos Matematicos las transformaciones afines son las méas usadas en imagenes
digitales 2D por su representacion y manejo matricial.

Una Transformacion afin es aquella (transformacion) en la que las coordenadas (x',Yy")
del punto imagen son expresadas linealmente en términos de las del punto original (x,y).
Es decir, la transformacion viene dada por las ecuaciones:

X' =ax+by+m 1
y'=cx+dy+n Y

Cuando m=n=0 las ecuaciones anteriores se convierten en el prototipo de una
transformacion lineal multiplicacion por una matriz a la izquierda, esto es,

{x':ax+by [xj (a bj(x}
— = (2)
y' =cx+dy y' c d)ly

#0, es decir, la matriz es no
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El sistema tiene solucion unica si y solo si A=
C

singular, por lo tanto la transformacion inversa existe y viene dada por:



x=ax'+b'y' X a b\(x
—||= 3)
y=c'x'+d'y' y c dj\y
La imagen de una recta es una recta:
Ax+By+D=0——>A(a'x' +b'y")+B(c'x' +dy')+D =0

— 5(Aa +BC)X +(Ab' +Bd")y' + D=0

—> AX'+B'Yy'+D=0

Por lo anterior, no es dificil mostrar que las transformaciones afines transforman una grilla
(o malla) en otra grilla, caracterizandolas como las mas naturales a las imagenes.

En el estudio del significado de los coeficientes de la matriz de la transformacién se puede

comprobar que si
a b SCX SHoriz.
= (4)
c d Sver.  SC,

e o0

donde, a=SC, corresponde al escalado enx, d =SC, escaladoeny, b=S5, . presiono
inclinacion en direccion horizontal y ¢ =S, presion o inclinacion en direccion vertical.

1 2 +2
Ejemplo: Sea T@j :(0 1)(3:()( y yj . El efecto de los coeficientes de la matriz

de la transformacion puede observarse en la figura 1.
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Figura 1. Transformacion Presion o empuje en direccion horizontal.

Existen también otras acciones de las transformaciones afines tal como la de rotar una
region geométrica un angulo @ alrededor de un punto fijo y que se define como:

[x] (cos@ - sinH}[xj
T =| . (5)
y sind cos@ )|y



Coordenadas homogeneas:

Un punto (X, y) en coordenadas homogéneas se representa por la terna (xw, yw, w). Es asi,
como el punto (3, 2) del sistema de coordenadas cartesianas se representa como (6, 4, 2), 0
como (15, 10, 5) entre otros. Y la representacion normalizada de (3, 2) en coordenadas
homogéneas es (3, 2, 1) que es la convencion més usada.

La representacion matricial en coordenadas homogéneas de la transformacién afin 2D:

>

X'=ax+by+m
(6)
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donde los escalares a, b, c, d tienen el mismo significado que los de la ecuacion (4),
m corresponde al desplazamiento horizontal mientras n al desplazamiento vertical. En la
figura 2 se ilustran la aplicacion de una transformacion afin a una imagen cuya accion es la
de una presion o empuje en direccidn horizontal y luego una accién compuesta de rotacion,
escalado y traslacion.

Imagen original de Carolina presion en direccion x Rotacion + Escalado + Traslacion

Figura 2. Transformacién afin actuando sobre una imagen digital.

3. TRANSFORMACIONES ESPACIALES

La mayoria de los métodos para transformar imagenes se clasifican:
1. Meétodos que usan el mapeo directos o hacia adelante

2. Metodos que usan el mapeo inverso.



Los mapeos hacia adelante son més complejos y costosos de implementar computacional-
mente. EI método del mapeo inverso es mas facil de implementar que el mapeo directo.

El procedimiento de mapeo inverso valora cada pixel de salida y calcula las
correspondientes posiciones en la imagen de entrada usando e interpolando entre los pixeles
de la imagen de entrada méas cercanos para determinar el valor del pixel de salida

En el caso de la distorsion geométrica si suponemos que esta se puede modelar mediante el
par de ecuaciones bilineales
X' =r(X,y) =CX+C,y+C,xy +¢,

(7)

y' = S(Xl y) = C5X+C6y+c7xy +C'8

Con 8 puntos de union conocidos estas ecuaciones se pueden resolver para los ¢, con

k=12,3,..8. Estos coeficientes modelarian la distorsion geométrica y por tanto podrian

ser usados para transformar todos los pixeles dentro de un cuadrilatero definido por los
puntos de atadura que se usaron para obtener los coeficientes.

Estos puntos de atadura actualmente se obtienen mediante técnicas muy distintas. Algunos
sistemas de generacion de imagenes poseen fisicamente mallas de puntos metélicos dentro
del sensor de iméagenes produciendo un conjunto conocidos como mascaras obtenidos
directamente sobre la imagen cuando ésta es capturada.

4. INTERPOLACION

Cuando se aplican transformaciones afines a las iméagenes como por ejemplo una rotacion
se presentan cambios de posicion de los pixeles respecto a su posicion inicial en el plano
imagen y por lo tanto se requieren métodos de interpolacion numérica para los valores de
intensidad que se asignardn a las nuevas posiciones en el plano imagen. EXxisten tres
métodos conocidos que son el del vecino mas cercano, de interpolacion bilineal y de
interpolacion bicubica.

El metodo de interpolacion de niveles de grises mas simple es el fundamentado en el del
vecino mas cercano, que consiste en escoger como el valor del pixel de una imagen de
salida el valor del pixel de entrada méas cercano en la direccion inversa. Este método,
aunque es simple de implementar, presenta frecuentemente artifactos indeseables en las
imagenes, tales como distorsion de lineas en iméagenes de alta resolucion, motivo por el
cual no se aconseja para el suavizado de imagenes. Este tipo de interpolacion logra producir

un error espacial relativo a lo mas de % pixel por unidad. En la figura 3 se ilustra el

método del vecino més cercano en la interpolacion de niveles de grises de una imagen
deformada g(x, y).

El esquema consiste en tomar el pixel de la posicion (X, y) = (a, b) en la imagen original, y
transformarlo mediante las ecuaciones de distorsion

X'=r(X,y) =CX+C,y+C,Xy +C,
y' =S(X,Y) = C,X+Cgy +C, Xy +Cq



(X, y)

Vecino mas cercanoa (a'.b")

g(a’,b’)

Asignacion Nivel de Gris

Transformacién Espacial

Figura 3. Interpolacién de nivel de gris basado en el concepto del vecino més cercano.

para obtener las correspondientes coordenadas (a',b') que pueden ser enteras o racionales
segun los coeficientes, posteriormente se elige el vecino de coordenadas enteras mas
cercano a (a',b") y finalmente se asigna el nivel de gris de este vecino al pixel ubicado en
(a,b) lograndose un valor aproximado al pixel original. EI método se repite de la misma
forma con cada uno de los pixeles restantes de la imagen hasta lograr una imagen
restaurada f(x,y) que aproximaa f(x,y). N6tese en el analisis la imagen como sefial 2D.

El error de interpolacion por muestra se puede reducir significativamente cuando se utilizan
los cuatro vecinos méas cercanos en la interpolacion. En este método, llamado de
interpolacion bilineal, se interpola linealmente a lo largo de cada fila de una imagen, y
posteriormente el resultado se interpola linealmente en la direccion por columnas. En la
figura 4 se ilustra una vecindad alrededor de (p',q') ,donde a=p'—p, b=q —q

F(p. q),_{____b _____ S l:@________:’ F(p, q +1)
:A h 1
S s
v x F(p'.a) |
4 i i
1-a | i i
F(p+1, 6) @< mmmmmmmmh oo o F(p+1, g+1)

Figura 4. Vecindad en el proceso de Interpolacion bilineal.



Realizando las dos interpolaciones lineales horizontales de F(p,q) a F(p,q+1) y de
F(p+l4q) a F(p+Lqg+l), se tiene como resultado (1-b)F(p,q)+bF(p,q+1) vy
@-b)F(p+1,q)+bF(p+1q9+1), ahora bien, realizando nuevamente la interpolacién

lineal vertical sobre los dos valores hallados anteriormente se obtiene el valor de intensidad
del pixel interpolado como se muestra en la figura 5, y cuyo valor es:

F(p'.q) =(1-a)[L-b)F(p,a)+bF(p,q+D]+a[(l-b)F(p+1a)+bF(p+Lq+1)] (8)

Aunque las operaciones horizontal y vertical son lineales por separado, en la mayoria de los
casos, su aplicacion sucesiva da como resultado una superficie no lineal adaptada entre los
cuatro pixeles vecinos.

F(p+1, g+1)

(p+1,g+1)
(1= b)F(p, )+ b F(p, g+1)

(1-b)F(p+1, q) + b F(p+1, g+1)

F(p’.q") = (I=a)[(1- b)F(p, a) + b F(p, g+1)] + a[(1- b)F(p+1, g) + b F(p+1, g+1)]

Figura 5. llustracion geométrica de la interpolacion bilineal interpretando la imagen como una sefial 2D.

La expresion de interpolacion bilineal anterior se puede generalizar para cualquier funcién
de interpolacién H(x) que valga cero por fuera del rango de mas o menos un espacio por
muestra. Con la funcién H(x) la interpolacién bilineal puede expresarse como la suma de
cuatro funciones peso de interpolacion asi:



F(p'.q") =H[-a]H[b]-F(p,q)+ H[-a]H[-(1-b)]- F(p,q +1) + ©)
+H[1-a]H[b]-F(p+1q)+H[-(1—-a)]H[-(1-b)]-F(p+1Lg+1)
1-|x si0<|x/<1

0 como funcion nucleo de interpolacion

Si definimos h(x) :{

_j_ —-(1-3a]

Figura 6. Grafica del nucleo de interpolacién h(x).

y tomamos como caso particular la interpolacion lineal H(x) =h(x) en la ecuacion (9), se

obtiene la expresion de la ecuacién (8) correspondiente a la interpolacion bilineal. Notese
que:

H[-a]=h(-a)=1-a, H[b]=h(b) =1-Db, H[-@-b)]=h(—2-b)) =b,
H[l-a]=h(l-a)=a, H[-Q-a)]=h(-(1-a))=a

Usualmente, la interpolacion se reduce a cuatro pixeles vecinos debido a la complejidad
computacional. No obstante, en la figura 7 se exhibe un modelo de vecindad generalizada
de interpolacion bicubica en la que de los 16 vecinos que rodean a F(p',q'), el pixel

F(p,q) se muestra como el vecino mas cercano al pixel cuyo valor se va a interpolar. El
pixel interpolado se puede expresar en forma compacta como:

F(p.a)= > > F(p+mq+n)-H[m-a]-H[n-b] (10)

m=—1n=—1

F(p.q) = Z{F(IOer.q—1)Hc[m—a]Hc[—1—b]+F(p +m,q)H [m—a]H [-b]

+F(p+m,g+)H [m-a]H [1-b]+F(p+m,q+2)H [m-a]H_[2-b]}
Los 16 términos expresados por filas son:

{F(p—l,q _l)Hc[_l_a]Hc[_l_b]+ F(p_liq)Hc[_l_a]Hc[_b]_'_

AR E(p—1,q+DH, [1—alH, [L-b]+ F (p-1 g+ 2)H,[-1—a]H,[2—b]}

{F(p.q-DH [-a]H [-1-b]+F(p,a)H [-a]H [-b] +

Al (P: E(p g+ DM, [-alH.[1-b]+ F(p,q + 2)H, [-a]H,[2—b]}



{F(p+l!q _l)Hc[l_a]Hc[_l_b]+ F(p+1’q)Hc[1_a]Hc[_b]+

Fila (p+1) + F(p+1,q +1)Hc[1—a]Hc[1_b]+ F(p.{.]_,q +2)Hc[1_a]Hc[2_b]}

{F(p+2,9-DH [2-a]H [-1-b]+F(p+2,q)H.[2-a]H [-b]+

a2 E(p+ 2.+ DH,[2-alH,[L-b]+ F(p+2,q+ 2H,[2—alH,[2-b]}

El total de la suma de los cuatro nimeros por fila es igual a F(p',q') . La funcién de
interpolacion bictbica H_(x) puede tomarse ya sea como un spline B-cubico o una
funcion de interpolacion cubica.

F(p-1,0-1)  F(p-1,0) F(p—1,9+2)
b o A ®
Fpgn, Db F(p.a+D) | Fp.q+2)
e : I  F(p.d" e
bonnnee dommmmmneeee boommmmooeee :
O O o .
F(p+2,9-1) F(p+2, q) F(p+2, q+2)

Figura 7. Vecindad en el proceso de Interpolacion bictbica

Si tomamos como caso particular la interpolacion cubica H_(x) =h(x) en la ecuacion (10),

obtenemos la expresién correspondiente a la interpolacién bicubica. El nicleo mas comdn
de h(x) es el siguiente y su grafica puede verse en la figura 8:

1—2|x|2+|x|3 si 0<|x|<1
h(x) = 4—8|x|+5|x|2—|x|3 si 1<|x|<2
0 otra parte

Aunque el algoritmo del método de interpolacion bicubico es uno de los més utilizados en
general se busca un éptimo entre tiempo de procesamiento y calidad de la imagen de salida.
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hix)

Figura 8. Grafica de la funcién nicleo de interpolacion bicibica h(x).

En la figura 9 se muestra la accion de una rotacion de 45° bajo los tres métodos de
interpolacion a la imagen original y un zoom posterior para su comparacion. Notese los
artifactos o distorsién que se produce en la imagen bajo la interpolacion del vecino méas
cercano. En los otros dos métodos las distorsiones son menos pronunciadas pero el costo

computacional es mayor.

TORRE EIFEEL - bilineal TORRE EIFEEL - bicubica TORRE EIFEEL - vecino mas cercano

Figura 9. Imagen de la torre Eiffel. Notese el perfil de la torre para la interpolacion
bilineal, bictbica y la del vecino mas cercano.
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Ya que una imagen se puede visualizar como una funcion 2D cuya grafica es una
superficie, los métodos de interpolacién tambiéen se aplican alli con mucha frecuencia, para
obtener una mayor informacién sobre datos desconocidos a partir de los ya conocidos con
el objeto de predecir el comportamiento “continuo” de los datos. Es asi como en el estudio
de suavizado de superficies los métodos de interpolacion expuestos anteriormente permiten
un analisis comparativo. En la figura 10 se muestra la accion de la interpolacién sobre una
superficie con buenos resultados de suavizado para los métodos bilineal y bictbico. Y en la
figura 11 se exhibe de forma complementaria las curvas de nivel de las superficies
interpoladas obteniendose informacion relativa sobre la forma de la superficie.

Gréfica z = 1 + sin(x)cos(y)

P
5 A 15
A2 TR
l,‘:“““ SR
X5 \
1 X 1
)5 0.5
%!
T ““‘9'0' 0
p \\‘:“‘.:“, 0

T :
T
R GRS
SRR
RO

Gréfica z = 1 + sin(x)cos(y); nearest

Gréfica z = 1 + sin(x)cos(y); bicubic
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Figura 10. Superficie z =1+sin(x)cos(y) Y sus tres tipos de interpolacién
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Figura 11.Las curvas de nivel de la superficie interpolada mediante el método bicubico y el vecino mas
cercano.

5. CONCLUSIONES

1. Aunque la eficiencia de los métodos de interpolacién depende de la imagen que se
pretenda interpolar y de la maquina utilizada, los métodos de interpolacion bilineal
y bicubica son muy usados debido a su buena aproximacion en cuanto a la calidad
de la imagen sin llegar a conseguir la calidad de la imagen original.

2. Los métodos de buena aproximacion tienen el inconveniente de generar un alto
costo computacional. Pero a su vez son muy requeridos en aquellas aplicaciones
donde se necesita una alta fidelidad de la imagen transformada.

3. En caso de una imagen con alto contenido frecuencial los resultados del método
bilineal y bicubico son muy similares salvo el costo computacional.

4. Las transformaciones geométricas aplicadas a las imagenes exigen la solucién de
problemas de aproximacion que varian segun el tipo de aplicacion.

5. Se destacan las propiedades de Matlab como software de analisis en el area de
sefiales e imagenes, y como la representacion computacional de estas (arreglos y
matrices), se acomoda naturalmente al esquema de procesamiento del software.

6. Los métodos de interpolacion se utilizan en aquellas situaciones donde se quiera
recuperar informacion perdida o informacion desconocida.

7. Los aspectos matematicos de la interpretacion de la imagen como superficie
muestran que el ajuste de la superficie mediante el método bicubico es mejor que el
presentado por el bilineal y el del mejor vecino respecto a caracteristicas como la de
la suavidad
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